2. Netiesinio uždavinio samprata ir pavieniai atvejai
2.1. Bendrosios pastabos

Didesnė dalis prieš tai išdėstytų temų buvo skirti pačių bendriausių baigtinių elementų metodo idėjų ir ypatumų aiškinimui, tačiau apsiribota tiesiniais statikos ir dinamikos uždaviniais. Tiesiniai uždaviniai yra nesudėtingi, dėl ko jie gali būti traktuojami kaip sudėtingų reiškinių paprasčiausi modeliai. Tikrovėje dauguma fizikinių, tame tarpe mechaninių struktūrų ar reiškinių yra netiesiniai.

Netiesinių reiškinių skaitinis modeliavimas yra labai aktuali, tačiau ir labai sudėtinga problema. Dėl didelės realiame gyvenime vykstančių reiškinių, o tuo pačiu ir jų matematinių modelių ir sprendimo algoritmų įvairovės, negalima sukurti vieno universalaus modelio ar algoritmo, kuris būtų efektyvus visiems netiesinio uždavinio atvejams. Sprendžiant netiesinius uždavinius galioja esminis teiginys - matematiniai modeliai ir kompiuteriniai algoritmai turi gerai atspindėti nagrinėjamų objektų fizikinę prasmę. Kitais žodžiais skaičiuotojas turi būti ir savo srities specialistas.

Gilesnėms netiesinių reiškinių studijoms pasaulyje išleista daug įvairių knygų. Šiame skyriuje siekiama tik supažindinti skaitytoją su esminiais netiesinių uždavinių ypatumais ir jų sprendimo baigtinių elementų metodu galimybėmis. Dėl to čia kiek daugiau akcentuojama pavieniai netiesiškumo atvejai ar uždavinių ypatumai. Tuo tarpu diskretiniai modeliai sudaromi naudojant anksčiau išdėstytas baigtinių elementų metodo idėjas ir procedūras.

Nagrinėjant formaliai, netiesinis uždavinys suprantamas kaip algebrinis uždavinys (lygčių sistema ar tikrinių reikšmių uždavinys), kurio koeficientai priklauso nuo uždavinio nežinomųjų (būvio kintamųjų) konkrečių reikšmių. Tokio uždavinio nagrinėjimas yra konstruojamas kaip kryptingas tiesinių uždavinių sekos sprendimas. Konkretūs algoritmai labai priklauso nuo konkretaus uždavinio savybių. Žinant, kad dauguma netiesinių reiškinių yra laiko bėgyje kintantys procesai, nesunku suvokti su kokiais sunkumais susiduriam sprendžiant netiesinius uždavinius.

Dėl minėtų priežasčių prieš pradedant konkrečių uždavinių nagrinėjimą, pirmiausia pateikiamos elementarios sąvokos ir bendriausi uždavinio modeliai.

2.2. Tamprumo teorijos (tiesinės mechanikos) prielaidos ir principai

Tamprumo teorija, plačiau tiesinė mechanika, kaip ir kiekviena disciplina turi tam tikrą savo prielaidų, hipotezių ir principų sistemą. Pirmiausia aptarsime bendrąsias prielaidas, o vėliau tiesiškumą lemiančias prielaidas. 

1) Medžiagos vientisumo prielaida.

Ji teigia, kad kūno medžiaga užpildo erdvę tolydžiai, be tuštumų. Todėl vientisai materialiai terpei galima taikyti nykstamų dydžių analizę. Ši prielaida tolygi kontinuumo apibrėžimui. Medžiagos vientisumo prielaida turi principinę metodologinę reikšmę: jos priėmimas darbinės hipotezės pagrindu leido sukurti darnią kontinuumo teoriją, kurios rezultatai patvirtinami bandymais ir tenkina praktinius poreikius.

Mes galime aprašyti kūną tolydinėmis funkcijomis, neatsižvelgiant į jo atominę ar kristalinę sandarą. Šios prielaidos dėka deformuojamojo kūno mechanikos uždaviniai yra gerai formuluojami matematiniai uždaviniai, kurių matematinius modelius galima aprašyti diferencialinėmis lygtimis. 
Skirtingai nuo klasikinės medžiagų mechanikos, matematiniai sprendiniai, o ne išankstinės hipotezės, lemia triašį įtempių, deformacijų ir poslinkių pobūdį.  
2) Medžiagos vienalytiškumo prielaida. 

Medžiaga laikoma vienalyte, jei jos savybės nepriklauso nuo išskirtos iš viso kūno dalelės didumo. Prielaida teigia, kad medžiagos mechaninės savybės visuose kūno taškuose yra vienodos. Pavyzdžiui, tamprumo modulis E(x, y, z) = E = const.
Šią savybę galima nustatyti tempimo-gniuždymo eksperimentu. Skirtinguose kūno taškuose išpjaunami vienodos orientacijos bandiniai. Jeigu vienodų sąlygų eksperimentuose gausime tas pačias deformacijas, tai kūnas gali būti laikomas vienalyčiu.

Ši prielaida netinka kompozitinėms medžiagoms.
3) Medžiagos izotropiškumo prielaida
Prielaida teigia, kad medžiagos savybės visomis kryptimis yra vienodos. Dažniausiai vientisa medžiaga laikoma izotropine, t.y. tariama, kad bet kurio kūno, išskirto iš vientisos erdvės, savybės nepriklauso nuo to kūno pradinės padėties (orientacijos) šioje terpėje (medžiagoje). 

Ex ≠ Ey ≠ Ex
Tiesiškumo prielaidos

4) Medžiagos idealaus tamprumo prielaida (Huko dėsnis). 

Tamprumas yra medžiagos savybė sugrįžti į pradinę būseną pašalinus išorinius poveikius. Taigi prielaida apima du teiginius – tamprumą kaip savybę ir jo tiesinį pobūdį.
Prielaida teigia, kad ryšys tarp medžiagos įtempimų ir deformacijų yra tiesinis ir turi grįžtamąjį pobūdį. Kūnai, pasižymintys šia savybe, vadinami idealiai tampriais arba fiziškai tiesiniais. Pirmą kartą šį dėsningumą išreiškė Hukas, todėl jis ir vadinamas Huko dėsniu. Tik jis nusakė tiesinę priklausomybę ne tarp įtempimų ir deformacijų, o tarp jėgų ir poslinkių. Gausūs kietų kūnų tyrimai rodo, kad poslinkiai tam tikrose ribose beveik visada proporcingi veikiančioms jėgoms. Tariame, kad apkrovimo metu įtempimai lieka proporcingi deformacijoms:

normalinis įtempimas – linijinei deformacijai:
( = E·(
(2.1)

tangentinis-kampinei:
( = G·(
(2.2)

Čia proporcingumo koeficientai, priklausantieji nuo medžiagos, yra vadinami tamprumo moduliu (E) ir šlyties moduliu (G). Tiesinė priklausomybė tarp jėgos ir poslinkio išlieka ir jėgoms didėjant, ir mažėjant, kartu nusakydama ir sistemos tamprumo savybes.

Geometrinio tiesiškumo prielaidos
Prielaidos nusako ribotus geometrijos pokyčius

a) deformacijų mažumo prielaida
Prielaida teigia, kad kūno elemento linijinės deformacijos mažos lyginant su vienetu (5-10%), o kampinės deformacijos mažos lyginant su stačiuoju kampu. Deformacijos nagrinėjamos kaip nykstamai maži dydžiai. Jeigu nagrinėjamoje lygtyje yra nariai-deformacijų išvestinės, tai antros ir aukštesnių eilių nariai dėl mažumo atmetami. 
b) poslinkių mažumo prielaida
Prielaida teigia, kad kūno taškų poslinkiai maži lyginant su paties kūno matmenimis. Taigi kūno matmenys keičiasi nežymiai.
Apart aiškiai nusakomų prielaidų, tiesinės teorijos remiasi tam tikrais principais ir  sąvokomis, kurios priimamomos be diskusijų, tačiau kitame kontekste jos arba nustoja galioti, arba reikalauja tam tikro partikslinimo. Galima paminėti: 
Superpozicijos, arba poveikių nepriklausomumo, principas

Principas teigia, kad kelių poveikių galutinis rezultatas yra lygus pavienių poveikių rezultatų sumai. Jis nepriklauso nuo poveikių pridėjimo tvarkos.Principas leidžia atskirus poveikius nagrinėti nepriklausomai vienas nuo kito. 

Juo remiantis formuluojamas kitas principas:
Laisvojo (neįtemptojo, nedeformuotojo) pradinio būvio principas

Principas teigia, kad prieš pridedant išorinį poveikį kūnas netiri ankstesnių poveikių pasekmių. Principas leidžia nagrinėti atskirus poveikius po vieną.  

Tiesinėse teorijose visos sąvokos formuluojamos taip, kad jos neprieštarauja prielaidoms. Realybėje, tokie prieštaravimai yra galimi, o daugelį iš jų galima pašalinti pritaikius netiesines teorijas.
Pavyzdys: išoriniai poveikiai ir kraštinės sąlygos formuluojami kaip žinomi ir tik tiesiškai kintantys dydžiai.
Tiesiškumas kaip modelio savybė atsiranda tik dėl priimtų prielaidų ir hipotezių, nepriklauso nuo kūno formos ir galioja tiek strypams, tiek erdviniams kūnams. Tiesinių uždavinių matematiniai modeliai aprašomi tiesinėmis lygčių sistemomis, o nagrinėjamieji mechaniniai deformuojamojo kūno dydžiai (poslinkiai, įrąžos, įtempiai ar deformacijos) yra proporcingi veikiantiems poveikiams ir nepriklauso nuo laiko. Laikas yra tik proporcingumo matas.

2.3. Pavieniai netiesiškumo atvejai
Išvardintos tiesinių teorijų prielaidos yra gana griežtos, tačiau egzistuoja daug uždavinių, kur tenka tų prielaidų atsisakyti. Bent vienos iš jų ignoravimas sukelia netiesiškumus. Atsisakius kai kurių iš jų, atskiros mechanikos lygtys virsta netiesinėmis. 
Trumpai paminėsime dažniausiai sutinkamus pavienius netiesiškumo atvejus, iliustruodami juos dvimačių struktūrų pavyzdžiais:

1) Medžiagos (fizinis) netiesiškumas. Jis susidaro atsisakius prielaidos apie tamprųjį (tiesinį) kūną. Šios prielaidos dėka ryšys tarp įtempimų ir deformacijų (Huko dėsnis) buvo išreikštas tiesine priklausomybe
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Dabar fizinis dėsnis priklauso nuo fizikinio modelio, kurių yra labai  daug.

Šiuo atveju,  poslinkiai u ir SYMBOL 106 \f "Symbol" bei deformacijos SYMBOL 101 \f "Symbol" ir SYMBOL 103 \f "Symbol" laikomos mažais dydžiais (2.1 pav.), o kitos priklausomybės lieka tiesinėmis.

a) b)

[image: image2.wmf]                 [image: image3.wmf]
2.1 pav. Fizinio netiesiškumo iliustracija:

a) deformuoto kūno vaizdas; b) netiesinė medžiagos diagrama

2) Geometrinis netiesiškumas esant dideliems poslinkiams. Šiame uždavinyje įvertinami dideli poslinkiai u ar SYMBOL 106 \f "Symbol", o deformacijos SYMBOL 101 \f "Symbol" ar SYMBOL 103 \f "Symbol" yra mažos (2.2 pav.).

Toks netiesiškumas susidaro atsisakius prielaidos apie mažus poslinkius.  Šios prielaidos dėka statikos lygtis buvo galima  užrašyti nedeformuotam kūnui ir išreikšti tiesine priklausomybe
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Esant šiam netiesiškumui, statikos lygtis užrašomos atsižvelgiant į deformuoto kūno geometriją.
[image: image5.wmf]
2.2. pav. Didelių poslinkių iliustracija

3) Geometrinis netiesiškumas esant didelėms deformacijoms. Šiame uždavinyje įvertinamos didelės deformacijos (  ir ( , o poslinkiai u ir ( laikomi mažais (2.3 pav.).
Toks netiesiškumas susidaro atsisakius prielaidos apie mažas deformacijas. Šios prielaidos dėka buvo galima nustatyti tiesinį ryšį tarp poslinkių ir deformacijų
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Esant šiam netiesiškumui, geometrinės lygtys užrašomos atsižvelgiant į nykstamai mažus dydžius. 

Tenka pastebėti, kad sąvokos dideli ar maži poslinkiai ar deformacijos turi santykinę prasmę. Sąvoka “dideli” atspindi faktą, kad atsižvelgiama į kūno geometrijos pokyčius, įvertinant baigtines geometrinių dydžių reikšmes. 
Bendru atveju geometrinis netiesiškumas gali būti apibūdinamas kaip kūno formos ir matmenų pokyčių įvertinimas. Labai dažnai, kalbant apie didelius ar mažus poslinkius, atskirai vertinami linijiniai poslinkiai u ir kampiniai poslinkiai SYMBOL 106 \f "Symbol". Kalbant apie deformacijas atskirai vertinamos linijinės deformacijos SYMBOL 101 \f "Symbol" ir kampinės deformacijos (.
[image: image7.wmf]
2.3 pav. Didelių deformacijų iliustracija

4) Struktūrinis (konstrukcinis) netiesiškumas. Šiame uždavinyje įvertinamas kraštinių sąlygų kitimas ir dėl to pakitęs kūno elgesys (2.4 pav.), kas savo ruožtu sukelia kokybinius, dažnai netiesinius nagrinėjamo objekto pokyčius.
Toks netiesiškumas susidaro atsisakius prielaidos apie pastovias kraštines sąlygas:
statinėmis kraštinėmis sąlygomis
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kinematinėmis kraštinėmis sąlygomis
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Sąlygos gali turėti netiesines priklausomybes,  kisti  SF ir SU.
 Kūnui pasislinkus dydžiu (, jis susiliečia su kitu kūnu, šiuo atveju tampria atrama, dėl ko pasikeičia kūno atrėmimo sąlygos.

[image: image10.wmf]
2.4 pav. Struktūrinio netiesiškumo iliustracija

Esant sudėtingesniems reiškiniams uždavinyje gali atsirasti vis minėti netiesiškumai ar įvairios jų kombinacijos, taip pat ir kiti čia nepaminėti netiesiškumai.
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